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Ciel’om článku je strǔcne zhrńut’ niektoŕe v́ysledky v́yskumu mechanizmu uväznenia farby v kvantovej
chromodynamike na mriežke, s d̂orazom náulohu centra kalibrǎcnej grupy a tzv. centrálnych vortexov.

SILNÉ INTERAKCIE A KVANTOV Á CHROMODY-
NAMIKA

Fyzika silńych interakcíı element́arnychčast́ıc sa v śu-
časnosti nach́adza v paradoxnej situácii. Na jednej stra-
ne ḿalokto pochybuje o tom,̌ze spŕavny teoreticḱy
opis silńych interakcíı poskytuje téoria, ktoŕa sa naźyva
kvantov́a chromodynamika[1] (angl. quantum chromo-
dynamics, QCD)1,2. Neexistuj́u žiadne experimentálne
údaje, ktoŕe by protirěcili predpovediam, ktoŕe vyplývajú
z QCD; naopak, bud́uce experimenty, napr. na zaria-
deńı LHC v CERN, ǔz nepĺanuj́u overovat’predpovede
QCD, pre ne t́ato téoria predstavuje iba prostriedok na
odhad vplyvupozadiapri hl’adańı “novej fyziky”. Za
objav vel’mi d̂oležitej vlastnosti QCD, tzv.asymptotickej
vol’nosti, bola v roku 2004 udelená Nobelova cena za fy-
ziku [8]. Jednoducho, QCD je pevnou súčast’ou dněsnej
fyzikálnej paradigmy mikrosveta.

Na druhej strane, QCD opisuje silné interakcie
ako d̂osledok vźajomńeho p̂osobenia medzi kvarkami
a glúonmi, prǐcom v̌sak nik tieto objekty nepozoroval
ako vol’né častice. Vo svete okolo nás ńajdeme zo sil-
nointeraguj́ucich čast́ıc iba prot́ony a neutŕony, iba ony

∗Text naṕısańy preČeskoslovenský časopis pre fyziku.
1V práci [1] bola sformulovańa iba źarodǒcná my̌slienka QCD, k vzni-
ku téorie v̌sak prispeli mnoh́ı autori. Źaujemcom o podrobnosti odpo-
rúčame ned́avny Grossov̌clánok [2], v ktorom je oṕısańy stav teore-
tickej a experiment́alnej sćeny fyziky element́arnychčast́ıc na prelome
60. a 70. rokov a zhrnuté pŕıspevky hlavńych tvorcov modernej téorie
silných interakcíı.
2Viacero referat́ıvnychčlánkov v tomtočasopise sa podrobne zaobera-
lo témami a probĺemami, ktoŕe śuvisia s obsahom dnešńeho pŕıspevku.
Podrobneǰśı úvod do QCD je mǒzné ńajst’ v článkoch [3, 4]. Po-
jem renormaliźacie v kvantovej téorii pol’a tu osvetlili Ch́yla a Ko-
tecḱy [5]. Formuĺacia kvantovej téorie pol’a cez Feynmanove dráhov́e
(kontinúalne) integŕaly a śuvisiace ot́azky boli diskutovańe v Janǐsovom
článku [6]. Koněcne, mriězková formuĺacia QCD bola śučast’ou
pŕıspevku Kotecḱeho a Ch́ylu [7]. Aj ked’ sa jedńa o stařsie články,
väčšina podstatńych informácíı v nich je st́ale aktúalna.

a d’aľsie hadŕony tiěz registruj́u detektoryčasticov́ych
experimentov. Vysvetlenie tejto skutočnosti poskytuje
hypot́eza o uv̈azneńı farby: Kvarky a glúony śu nosi-
tel’mi silného ńaboja (fyzici ho nazvali poetickyfarbou),
pričom kvarky sa vyskytujú v pŕırode v troch farb́ach
a glúony vôsmich. Za norḿalnych podmienok sa v prı́ro-
de nach́adzaj́u iba bezfarebńe častice,̌castice s nulov́ym
silným nábojom (v matematickom jazyku: singlety voči
transforḿacíam z farebnej grupy). Śu to viazańe sta-
vy troch kvarkov (barýony, napr. prot́on alebo neutŕon),
troch antikvarkov (antibarýony, napr. antiprot́on), kvar-
ku a antikvarku (meźony, napr. π-meźon), dvoch alebo
troch glúonov (glúoniá, ktoŕych existencia nebola doteraz
presveďcivo doḱazańa) a mǒzno ińe (napr. pentakvarkové
stavy, ned́avno pozorovańe v niektoŕych experimentoch,
no doteraz jednoznačne nepotvrdeńe).

Pre réalnu existenciu kvarkov a gluónov a źarověn
platnost’ hypot́ezy o uv̈azneńı existuje ceĺy rad experi-
ment́alnych i teoreticḱych ind́ıciı́. Tie však nikdy nie śu
nespochybnitel’ńe, preto matematicḱy dôkaz uv̈aznenia
ost́ava zauj́ımav́ym probĺemom – natol’ko ṕalčivým a
závǎzným, že ho Clayov matematický ústav [9] zara-
dil medzi sedem “problémov tiśıcročia”, pričom za vy-
riešenie kǎzdého z nich vyṕısal odmenu milíon ame-
rických doĺarov.

Skutǒcnost’ou, ktoŕa rob́ı probĺem uv̈aznenia tak
t’ažkým, je nemǒznost’ vyǔzit’ na jeho riěsenie dobre
rozpracovańe poruchov́e met́ody kvantovej téorie pol’a.
Teória poŕuch sa d́a aplikovat’ na v́ypočet predpoved́ı
QCD pre vysokoenergetické silńe procesy, v ktoŕych je
– vd’aka asymptotickej vol’nosti [8] – efektı́vna inte-
rakčná koňstanta medzi kvarkami a gluónmi maĺa. V
celom rade zaujı́mav́ych probĺemov je v̌sak relevantńa
oblast’ nǐzš́ıch energíı (t.j. vel’kých hadŕonov́ych vzdiale-
nost́ı), kde je interakcia naozaj silná a poruchov́e met́ody
sú nevhodńe. Tieto – medzi nimi problém uv̈aznenia,
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ako aj presńy výpočet hmotnostı́, š́ırok rozpadu a ińych
vlastnost́ı meźonov a barýonov z charakteristı́k kvarkov
a glúonov – si vy̌zaduj́u met́ody iné,neporuchov́e.

Jedna z najrozpracovanejš́ıch neporuchov́ych met́od
skúmania kvantovej téorie pol’a (vo formuĺacii pomocou
dráhov́ych integŕalov), ktoŕu v roku 1974 navrhol Wil-
son [10], vyǔźıva nahradeniěcasopriestorov́eho kont́ınua
diskŕetnou mriězkou v čase i priestore. Rozličné pozo-
rovatel’ńe velǐciny je potom mǒzné pǒćıtat’ na pǒćıtači
met́odou Monte Carlo. Pred vyše 20 rokmi takto
Creutz [11] uḱazal, že potencíal medzi kvarkom a anti-
kvarkom rastie priamóumerne ich vzdialenosti,čo signa-
lizuje uväznenie kvarkov. Pǒćıtačové simuĺacie QCD na
mriežke okrem toho poskytli rad predpovedı́ hmotnost́ı
a iných vlastnost́ı hadŕonov z prv́ych prinćıpov.

Ciel’om kǎzdej téorie, pochopitel’ne aj QCD na
mriežke, je uřcit’ hodnoty fyzikálne meratel’ńych velǐćın
s čo najv̈ačšou presnost’ou. Vzorom je kvantová elek-
trodynamika, ktorej predpovede dosahujú presnost’ ŕadu
mili ónt́ın ǎz desat’milíont́ın. V numericḱych simuĺacíach
QCD existuje ceĺy rad zdrojovštatisticḱych a systema-
tických ch́yb. Zmeňsenie ch́yb si vyžaduje simulovat’
teóriu na st́ale v́ykonneǰśıch pǒćıtačoch: ich v́ykon dnes
nezriedka dosahuje niekol’ko teraflopov (t.j. niekol’ko bi-
li ónov opeŕacíı za sekundu). Na mieste je teda otázka,či
v tejto oblasti ěste existuj́u probĺemy, ktoŕe mǒzno riěsit’
aj na menej v́ykonńych pǒćıtačoch alebo bez nich.

Odpoved’ je nǎst’astie kladńa: Koněcným ciel’om
teórie śu śıce č́ısla, kvantitat́ıvne predpovede fyziḱal-
nych velǐćın, nemenej d̂oležité je v̌sak aj kvalitat́ıvne
chápaniefyzikálnych javov a procesov, napr. uväznenia
kvarkov alebo narǔsenia chiŕalnej symetrie. Taḱeto
probĺemy sa daj́u sḱumat’ aj na zjednodǔseńych mode-
loch, často poǔzitı́m analyticḱych met́od alebo pomocou
výkonneǰśıch osobńych pǒćıtačov a pracovńych stańıc.

V tomto článku sa poḱusim strǔcne uviest’ niektoŕe
výsledky štúdia mechanizmu uv̈aznenia v simuĺacíach
QCD na mriězke. Najprv ale “letecky” zhrniem niekol’ko
informácíı o kvantovej chromodynamike a o základńych
elementoch jej mriězkovej formuĺacie. V d’aľsej časti
uvediem Wilsonovo krit́erium pre uv̈aznenie a vysvetlı́m
podstatu d̂okazu uv̈aznenia v limite silnej v̈azby. Nesk̂or
spomeniem niekol’ko argumentov óulohe centra fareb-
nej grupy v mechanizme uväznenia farby. Ďalej zhr-
niem v́ysledky nǎsej skupiny, ktoŕe sveďcia v prospech
modelu uv̈aznenia ako d̂osledku kondenźacie tzv. cen-
trálnych vortexov. Koněcne, strǔcne spomeniem aj súvis
centŕalnych vortexov s ińymi, zdanlivoúplne odlǐsńymi,
predstavami o uv̈azneńı.

ELEMENTY QCD NA MRIEŽKE

Ak by sme chceli zhrńut’ defińıciu kvantovej chromody-
namiky do jedinej rozvitej vety, znela by takto:Kvan-

1/ Základný typ interakcie v kvantovej elektrodynamike.

tová chromodynamika je kalibrǎcná téoria interakcíı fa-
rebńych kvarkov a glúonov s neabelovskou grupou symet-
rie SU(3). Taḱato veta laicḱemu čitatel’ovi, ba ani od-
borńıkovi zo vzdialeneǰsej oblasti fyziky vel’a nepovie;
pokúsim sa preto najprv vysvetlit’ niektoré pojmy trochu
jednoducȟsie.

Kvantov́a chromodynamika bola sformulovaná v úpl-
nej anaĺogii s kvantovou elektrodynamikou (QED).
Základńym typom interakcie v QED je proces, v kto-
rom elektŕon zmeńı svoj stav, hybnost’ a energiu tým, že
emituje fot́on (obr. 1). Podobne v QCD interakciu me-
dzi kvarkami sprostredkujú gluóny. Kvark uřcitej far-
by zmeńı svoju farbu, hybnost’ a energiu emitovanı́m
farebńeho glúonu (obr. 2a). Je tu v̌sak podstatńy roz-
diel. Kým fotón nenesie ńaboj, je elektricky neutŕalny,
v QCD má glúon farebńy (silný) náboj, a preto okrem
základnej interakcie medzi kvarkami a gluónmi existu-
je aj glúonov́a samointerakcia (vrcholy na obr. 2b a c).
Tá pŕave zapŕıčiňuje podstatńe odlǐsnosti medzi QED
a QCD.

Základńym prvkom koňstrukcie QCD je prinćıp
lokálnej kalibrǎcnej invariantnosti. Kvarky sa vysky-
tujú v troch podob́ach, farb́ach. Môžeme si predsta-
vit’ trojrozmerńy priestor farieb s osamix, y a z ako
v obyčajnom priestore. Vol’ba týchto ośı záviśı od nǎsej
dohody. To, či je kvark modŕy alebo zeleńy záviśı
od toho, čo sme nazvali modrou alebo zelenou farbou,
ako sme zvolili śuradnicov́e osi vo farebnom priesto-
re. Prinćıp lokálnej kalibrǎcnej invariantnosti ńam ho-
voŕı, že v kǎzdom boděcasopriestoru m̂ožeme smer osı́
zvolit’ l’ubovol’ne. Nositel’om inforḿacie o tom, aḱa

(a) (b) (c)

2/ Typy interakčných vrcholov v kvantovej chromodynamike.
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je relat́ıvna orient́acia farebńych ośı v rôznych bodoch
časopriestoru, je glúonov́e (kalibrǎcné) pole. Zmenu
orient́acie farebńych ośı naźyvame kalibračnou trans-
formáciou, v matematickej rěci tieto transforḿacie tvoria
neabelovsḱu grupu (v QCD sa jedńa o kalibrǎcnú grupu
SU(3)).

Experimenty ukazujú, že kvarky maj́u tri farby; pri
teoretickom sḱumańı QCD má často v́yznam zaoberat’
sa variantom, v ktorom sú kvarky iba dvoch farieb (fa-
rebńa grupa je SU(2)) aleboN farieb (niekedy aj limi-
tou N → ∞). Stavebńymi prvkami N -farebnej QCD
je teda vo v̌seobecnostiN kvarkov́ych poĺı qi(x), i ∈
{1, . . . , N}, ktoré interaguj́u prostredńıctvomN2−1 ka-
libračných poĺı Aa

µ(x), kde indexa ∈ {1, . . . , N2 − 1}
aµ ∈ {0, 1, 2, 3} oznǎcuje smery v̌casopriestore.

Ústredńym objektom téorie je hustotaúčinku (ale-
bo lagraňzián), v pŕıpade QCD je dańy nasledovńym
výrazom

L(x) = −
1

4
F a

µνF a,µν (1)

+q̄i(x)
{

γµ
[

i∂µδij + gAa
µ(x)T a

ij

]

− mqδij

}

qj(x),

kdemq oznǎcuje hmotnost’ kvarku,γµ sú Diracove ma-
tice, T a sú geneŕatory grupy SU(N ) vo fundament́alnej
reprezent́acii a implicitne sa predpokladá šcitovanie cez
všetky druhy (“chute”) kvarkov.3 Tenzor pol’a

F a
µν(x) = ∂µAa

ν(x) − ∂νAa
µ(x) + gfabcAb

µ(x)Ac
ν(x)

(2)

okrem prv́ych dvochčlenov, analogicḱych ako v elektro-
dynamike, obsahuje nelineárny člen gfabcAb

µ(x)Ac
ν(x)

(fabc sú tzv. štrukt́urne koňstanty grupy SU(N )), ktorý
zapŕıčiňuje samointerakciu glúonov́ych poĺı. Ak aj te-
da z téorie vynech́ame dynamicḱe kvarkov́e polia, ne-
dostaneme trivíalnu téoriu, st́ale ńam ostane téoria inte-
raguj́ucich glúonov́ych poĺı. Tá má podobńe vlastnosti
akoúplná QCD, ale je jednoduchšia. Probĺem uv̈aznenia
existuje rovnako vúplnej QCD ako v téorii bez kvar-
kov: niet d̂ovodu predpokladat’,̌ze fyzikálny mechaniz-
mus uv̈aznenia bude odlišńy. Kvôli jednoduchosti sa
v d’alšom budem zaoberat’ takmer výlučne téoriou bez
dynamicḱych kvarkov́ych poĺı.

Na prv́y pohl’ad by sa mohlo zdat’,̌ze pomocou lag-
raňziánu (1) mǒzno vybudovat’ kvantov́u téoriu pol’a na-
ložiac na klasicḱe polia ḱanonicḱe komutǎcné vzt’ahy.
Podobne ako v elektrodynamike však v d̂osledku ka-
libračnej vol’nosti nie śu potencíaly Aa

µ(x) jednoznǎcne
definovańe, nie v̌setḱym potencíalom pol’a zodpovedajú
fyzikálne stupne vol’nosti. Aby sme sa zbavili nefyzi-
kálnych poĺı, muśıme fixovat’ kalibráciu. Tým spravid-
la bud’ narǔśıme explicitńu lorentzovsḱu kovariantnost’

3Tu aj na ińych miestach sa cez dvakrát opakovańe indexy šcituje, napr.
uabvbc

≡

∑

b
uabvbc, AµBµ ≡

∑

µ
AµBµ a pod.

teórie, alebo muśıme zaviest’ tzv. polia Faddejevových–
Popovov́ych duchov. Fixovanie kalibrácie hŕa významńu
úlohu aj pri odhaleńı štrukt́ur, ktoŕe hraj́u dôležitú úlohu
v mechanizme uv̈aznenia; tomuto aspektu sa budeme ve-
novat’ nesk̂or.

Ciel’om v kvantovej téorii pol’a je výpočet kvantov́ych
(vákuov́ych) stredńych hodn̂ot opeŕatorov, ktoŕe zodpo-
vedaj́u rôznym fyziḱalnym velǐcinám. Pomocou nich
možno (prinajmeňsom v prinćıpe) vyjadrit’velǐciny, ktoŕe
sa meraj́u v experimentoch.

Kvantov́a stredńa hodnota operátoraÔ je zadańa Feyn-
manov́ym dŕahov́ym (kontinúalnym) integŕalom [6]

〈Ô〉 =

∫

[DΦ] O[Φ] exp(iS[Φ])
∫

[DΦ] exp(iS[Φ])
. (3)

Φ tu oznǎcuje aḱekol’vek kvantov́e polia aS je účinok.
Uvedeńy výraz je len schematicḱy, hodnoty opeŕatoraÔ,
ktorý záviśı od poĺı Φ, sú v ňom ustredneńe cez hod-
noty poĺı s váhov́ym faktorom exp(iS). Oby̌cajne je
vhodńe uskutǒcnit’ tzv. Wickovu rot́aciu, prechod z pries-
toru s Minkowsḱeho metrikou do euklidovskej metriky
zámenou réalnehočasu na ŕydzo imagińarny (it → τ ),
č́ım rovnica (3) prejde do tvaru

〈Ô〉 =

∫

[DΦ] O[Φ] exp(−SE [Φ])
∫

[DΦ] exp(−SE [Φ])
, (4)

kdeSE je tzv. euklidovsḱy účinok.
Veličiny typu (4) je mǒzné pǒćıtat’ numericky po

prechode nǎcasopriestorov́u mriězku. Mriězková for-
mulácia kvantovej téorie pol’a pozost́ava z nasledujúcich
krokov [7,10]:

1. Spojit́y priestor a čas nahrad́ıme diskŕetnou
(obyčajne hyperkubickou) mriězkou v časopriestore
s mriězkovou koňstantoua.

2. Fyziḱalne polia v spojitom priestore nahradı́me
pol’ami definovańymi na prvkoch mriězky – v jej uzloch,
na spojoch (linkoch), element́arnych štvorcoch (pla-
ket́ach) a pod. Účinok téorie nahrad́ıme mriězkovým
účinkom, ktoŕy reprodukuje spojit́y výraz v limitea → 0.

3. Syst́em vlǒźıme do koněcného objemuV = L3 ×T
a na polia nalǒźıme vhodńe, napr. (anti-)periodicḱe okra-
jové podmienky. Pochopitel’ne, mriežka by mala byt’ do-
statǒcne jemńa v porovnańı s rozmermičast́ıc a objem
dostatǒcne vel’ḱy.

4. Vypǒćıtame dŕahov́e integŕaly typu (4) – na mriězke
sú to mnohońasobńe oby̌cajńe integŕaly – numericky,
met́odou Monte Carlo.

5. Snǎźıme sa v́ysledky extrapolovat’ do liḿıt a → 0
aV → ∞.

Mriežka tu plńı trojjedinú úlohu:
1. Umǒzňuje dat’ forḿalnym v́yrazom typu (3) a (4)

presńy matematicḱy zmysel.
2. Predstavuje neporuchovú regulariźaciu kvantovej
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U

q

3/ Elementy mriežkovej formulácie chromodynamiky.

teórie pol’a: na mriězke śu prirodzene odrezané hybnos-
ti p ≥ O(1/a). (O renormaliźacii a regulariźacii kvan-
tových téoriı́ pol’a podrobneǰsie pojedńavačlánok [5].)

3. Umǒzňuje v́ypočet dŕahov́ych integŕalov bez
poǔzitia poruchovej téorie.

Pri prechode na mriězku je automaticky narǔseńa ro-
tačná a translǎcná symetria p̂ovodnej téorie. Za sv̈atý
sa povǎzuje prinćıp lokálnej kalibrǎcnej invariantnosti;
mriežková QCD sa koňstruuje tak, aby ho spĺňala. Ǔz
som spoḿınal, že kvarkov́e polia śu v QCD definovańe
v bodochčasopriestoru a interagujú prostredńıctvom ka-
libračných poĺı, ktoré maj́u navy̌se smer. Je preto pri-
rodzeńe, že aj na mriězke śu kvarkov́e polia zviazańe
s uzlami mriězky, kým kalibrǎcné polia “̌zijú” na spo-
joch (linkoch) mriězky. Na kǎzdom spoji je defino-
vańa maticaUµ(x) z grupy SU(N ). Kalibrǎcne inva-
riantńe objekty na mriězke śu uzavret́e slǔcky, vytvo-
reńe zo śučinov mat́ıc na spojoch mriězky (presneǰsie sto-
py taḱychto śučinov), ako napr. dookola elementárneho
štvorca – plakety (obr. 3, spodný prav́y roh), alebǒciary,
ktoré zǎćınajú kvarkom a koňcia antikvarkom, ktoŕe śu
spojeńe čiarou z linkov́ych mat́ıc (obr. 3 vpravo hore).

Ďalej sa ǔz mriězkovou formuĺaciou pre kvarky nebu-
deme zaoberat’. Jednak neexistuje metóda na simuĺaciu
kvarkov́ych poĺı, ktorá by bola śučasne teoreticky uspo-
kojivá a dostatǒcne efekt́ıvna. Diskutovat’ tento problém
mi rozsah pŕıspevku nedovol’uje. Po druhé, ako bolo
spoḿınańe vy̌šsie, aj téoria čistých kalibrǎcných poĺı bez
dynamicḱych kvarkov je netrivíalna a ḿa význam v nej
probĺem uv̈aznenia sḱumat’.

Účinok pre glúonov́e polia na mriězke je vel’mi jed-
noduch́y a naźyva saWilsonovúčinok. Je dańy súčtom
pŕıspevkov elementárnych plakiet (obr. 3):

SW = β
∑

P

[

1 −
1

N
Re Tr(UP )

]

, (5)

kde β = 2N/g2 a g je väzbov́a koňstanta QCD. Včis-
tej kalibrǎcnej téorii (bez kvarkov) potom numericky

poč́ıtame ńasobńe integŕaly typu:

〈Ô〉 = N

∫

[

∏

i,µ dUµ(xi)
]

O[U ]e−SW [U ]. (6)

N je normalizǎcná koňstanta:

N−1 =

∫

[

∏

i,µ dUµ(xi)
]

e−SW [U ]. (7)

Koněcným ciel’om výpočtov na mriězke je źıskat’ in-
formácie o spŕavańı študovańeho syst́emu v spojitej li-
mite. Matematicḱe a numericḱe aspekty spojitej limity
d’aleko presahujú rámec tejto pŕace. Naznǎćım tu len nie-
kol’ko intuitı́vnych a empiricḱych faktov.

V prvom rade si treba uvedomit’,̌ze nǎsa téoria na
mriežke je uřceńa jednak v̈azbov́ym parametromg a jed-
nak mriězkovou vzdialenost’oua. To však neznameńa,že
každému bodu v(g, a)-rovine zodpoved́a iná téoria. Na-
opak, ukazuje sa,̌ze v nej existuj́u ist́e čiary (nazvime ich
“izofyzik álne čiary” alebo renormalizǎcné trajekt́orie):
ak body(g1, a1) a (g2, a2) ležia na jednej izofyziḱalnej
čiare, tak téoria s parametrami(g1, a1) a téoria s para-
metrami(g2, a2) poskytuj́u rovnaḱe predpovede pre fy-
zikálne velǐciny. Závislost’g od a na izofyziḱalnej čiare
nám umǒzňuje vypǒćıtat’ met́oda renormalizǎcnej gru-
py [5] a zad́ava ju tzv. Gell-Mannova–Lowova rovnica:

a
dg

da
= βGML(g) . (8)

FunkciuβGML(g) možno vypǒćıtat’ poruchovo:

βGML(g) = β0g
3 + β1g

5 + O(g7). (9)

β0 je kladńe,β0 = 11
3

(

N
16π2

)

, β1 = 34
3

(

N
16π2

)2
(v čistej

SU(N ) teórii bez kvarkov),̌co zabezpěcuje asymptoticḱu
vol’nost’ QCD [8], ktoŕu sme spoḿınali v úvode.

Riěseńım rovnice (8) v́yjde

a ≈
1

ΛL

(

β0g
2
)−β1/2β2

0 e(−1/2β0g2) ≡
1

ΛL
f(β) , (10)

kde ΛL je integrǎcná koňstanta s rozmerom hmotnosti,
ktorá “indexuje” spoḿınańe izǒciary v (g, a)-priestore.

Zo vzt’ahu (10) vypĺyva, že spojitej limitea → 0
v QCD zodpoved́a limitag → 0 (t.j. β = 2N/g2 → ∞).

Na mriězke sa v̌zdy meraj́u bezrozmerńe velǐciny. Ak
napr. chceme určit’ nejakú fyzikálnu hmotnost’m, meria-
me fakticky śučin am. V limite β → ∞ muśı platit’

am ≃ Cf(β), t.j. m ≃ CΛL. (11)

Aby sme rozmerńe velǐciny vyjadrili vo fyzikálnych
jednotḱach, treba ěste uřcit’ hodnotuΛL. Tú mǒzno fi-
xovat’ iba porovnańım s experiment́alnymi údajmi, napr.
vypoč́ıtat’ nejaḱu veličinu v jednotḱach ΛL na mriězke
a porovnat’ ju s jej hodnotou nameranou v experimente.
ΛL tak vych́adza priblǐzne7 MeV.
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Treba spomeńut’, že v prakticḱych výpočtoch netreba
(a ani nie je mǒzné) uskutǒcnit’ limitu β → ∞ (g → 0).
Už pri nie pŕıli š vel’kých hodnot́achβ (v SU(2) téorii už
okoloβ ∼ 2.4−2.5) fyzikálne velǐciny zǎćınajú prejavo-
vat’ škálovacie spŕavanie typu (11). Existencia takéhoto
“ šḱalovacieho okna” pri rozumne maĺych hodnot́ach β
rob́ı simuĺacie na mriězke prakticky realizovatel’ńymi.

WILSONOVO KRITÉRIUM UVÄZNENIA

Na sḱumanie uv̈aznenia kvarkov Wilson navrhol
poǔźıvat’ veličinu, ktoŕa sa zvykne naźyvat’ Wilsono-
vou slǔckou. Na mriězke je definovańa ako śučin lin-
kových premenńych U dookola obd́lžnikovej slǔcky C
vel’kosti R × T a jej kvantov́a stredńa hodnota je zadaná
integŕalom

〈W (C)〉 =

〈

1
N Tr

(

∏

l∈C

Ul

)〉

(12)

= N

∫





∏

i,µ

dUµ(xi)





1
N Tr

(

∏

l∈C

Ul

)

e−SW [U ].

Fyzikálne t́ato velǐcina meriamagneticḱy tok cez slǔcku
C a kreujeelektricḱy tok pozd́lž slǔcky C. Spŕavanie tejto
veličiny pre vel’ḱe slǔcky C súviśı s tým, či v teórii sú
alebo nie śu kvarky uv̈azneńe. Vo fáze uv̈aznenia sa riadi
zákonom plochy(angl.area law):

〈W (C)〉 ∼ exp (−σA(C)) , (13)

pričomA(C) je vel’kost’ plochyC a velǐcinaσ sa naźyva
strunov́e nap̈atie. Ak kvarky nie śu uväzneńe, tak sa Wil-
sonova slǔcka spŕava podl’azákona obvodu(angl. peri-
meter law):

〈W (C)〉 ∼ exp (−µP(C)) , (14)

pričomP(C) oznǎcuje d́lžku obvodu plochyC.
Wilsonova slǔcka śuviśı s potencíalom interakcie me-

dzi t’ažkým kvarkom a antikvarkom vo vzdialenostiR.
Vo fáze uv̈aznenia

〈W (C)〉 ∼ exp (−V (R)T ) ∼ exp (−σRT ) , (15)

t.j. potencíal rastie na vel’ḱych vzdialenostiach linéarne
sR: na oddelenie kvarku a antikvarku je potrebná (v prin-
ćıpe) nekoněcná energia.

V teórii na mriězke je mǒzné doḱazat’ uv̈aznenie
v zmysle (13) pomerne jednoducho v limite silnej väzby,
t.j. preβ → 0. V integŕali (12) je treba rozvińut’ účinok
do Taylorovho radu v mocnińach β. Vedúci pŕıspevok
poch́adza oďclena, v ktorom je Wilsonova slučka pokryt́a
plaketami, ako to zobrazuje obr. 4. L’ahko sa možno pre-
sveďcit’, že v takom pŕıpade plat́ı zákon plochy

〈W (C)〉 ∼ βA(C) + . . . a σ ∼ − ln(β) + . . . (16)

R
4/ Vedúci prı́spevok v limite silnej väzby: Wilsonova slučka po-

krytá plaketami.

Žial’, spojitá limita (pozri vy̌šsie) zodpoved́a opǎcnému
pŕıpadu,β → ∞, ktorý je mǒzné (nateraz?) sḱumat’ iba
numericḱymi met́odami.

V poč́ıtačových simuĺacíach QCD na mriězke sa
využ́ıva met́oda Monte Carlo, vhodńa na numericḱy
výpočet ńasobńych integŕalov cez vel’ḱy počet pre-
menńych. Len pre ilustŕaciu uvediem,̌ze v pŕıpade téorie
s kalibrǎcnou grupou SU(2) na pomerne malej mriežke
vel’kosti 84 predstavuje velǐcina (6) integŕal cez takmer
50 000 premenńych, kým v pŕıpade SU(3) na mriězke
vel’kosti 244 sa integruje cez viac ako 10 miliónov pre-
menńych! V praktickom v́ypočte sa integŕal (6) nahŕadza
strednou hodnotou operátora Ô cez Nconf náhodńych
konfiguŕacíı pol’a {Uµ}, ktoré maj́u pravdepodobnostné
rozdelenieexp (−SW [U ]):

〈Ô〉 =
1

Nconf

Nconf
∑

i=1

O[{U}i]. (17)

Na generovanie nezávislých konfiguŕacíı so spŕavnym
pravdepodobnostným rozdeleńım sa často vyǔźıva tzv.
Metropolisov algoritmus[12].

Numericḱe simuĺacie naznǎcujú, že aj v spojitej limite
sú kvarky uv̈azneńe, potencíal medzi t’ǎzkým kvarkom
a antikvarkom rastie linéarne so vzdialenost’ou. V́ysledky
ilustruje obr. 5.

CENTRÁLNE VORTEXY A UV ÄZNENIE FARBY

Jasńa a v̌seobecne akceptovaná fyzikálna predstava
o tom, aḱy mechanizmus zabezpečuje uv̈aznenie far-
by, doteraz ch́yba. Śuviśı to aj so skutǒcnost’ou, že
v QCD dostatǒcne nepozńame vlastnosti jej źakladńeho
stavu (“v́akua”), ktoŕy v každej kvantovej téorii pol’a hrá
nanajv́yš d̂oležitú úlohu. Znalost’ v́akua téorie impli-
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5/ Medzikvarkový potenciál v mriežkovej QCD bez dynamických

kvarkov. (Prevzaté z Guptovej prednášky [13], pôvodný výsledok

bol uverejnený v článku [14].)

kuje (prinajmeňsom teoreticky) mnoh́e vlastnosti spek-
tra excit́acíı. Dnes sa zd́a nepochybńe, že vlastnosti
základńeho stavu QCD a mechanizmus uväznenia far-
by śuvisia s netrivíalnymi topologicḱymi vlastnost’ami
teórie. V neabelovsḱych kalibrǎcných téoriách via-
ceŕı autori identifikovali konfiguŕacie kalibrǎcných poĺı
s komplikovańym topologicḱym obsahom, ktoŕe hraj́u
pravdepodobne d̂oležitú úlohu vo v́akuu. Pŕıkladmi śu
instant́ony [15], meŕony [16], abelovsḱe monoṕoly [17]
acentŕalne vortexy[18]. V posledńych rokoch boli vyvi-
nut́e viaceŕe efekt́ıvne met́ody na identifiḱaciu aštúdium
týchto konfiguŕacíı v simuĺacíach QCD na mriězke. Nǎsa
skupina navrhla metódu na identifiḱaciu centŕalnych vor-
texov v mriězkových konfiguŕacíach a źıskala ceĺy rad
zauj́ımav́ych výsledkov, ktoŕe naznǎcujú ich význǎcnú
úlohu v mechanizme uväznenia kvarkov a glúonov. Aj
ked’ nie je mǒzné vylúčit’ závǎznost’ ińych zńamych (ale-
bo doteraz neobjavených) konfiguŕacíı poĺı, sústred́ım sa
vo zvy̌sku tohto pŕıspevku predov̌setḱym na centŕalne
vortexy a śuhrn niektoŕych výsledkov, ktoŕe sa ich t́ykajú.

Sformulujem teraz hypotézu o uv̈azneńı kvarkov tro-
chu inak, s d̂orazom náulohu, ktoŕu hŕa centrum farebnej
grupy4. Už som spoḿınal, že v pŕırode sa kvarky, anti-
kvarky a glúony vyskytuj́u iba v “bezfarebńych” stavoch,
v stavoch, ktoŕe śu singletmi farebnej grupy. V prı́pade
3 farieb sa kvarky transformujú podl’a fundament́alnej re-
prezent́acie SU(3) (ako triplet,3), antikvarky ako anti-
triplet (3), gluóny podl’a pridrǔzenej reprezentácie (ok-
tet, 8). Kombińacia kvarku a antikvarku obsahuje fa-
rebńy singlet,1 (3 ⊗ 3 = 1 ⊕ 8), podobne kombińacia

4Centrum grupy je mnǒzina v̌setḱych prvkov grupy, ktoŕe komutuj́u
navźajom a so v̌setḱymi ostatńymi prvkami danej grupy.

troch kvarkov (3 ⊗ 3 ⊗ 3 = 1 ⊕ 8 ⊕ 8 ⊕ 10), dvoch
gluónov (8 ⊗ 8 = 1 ⊕ 8 ⊕ 8 ⊕ 10 ⊕ 10 ⊕ 27), troch
gluónov (8 ⊗ 8 ⊗ 8 = 1 ⊕ 8 ⊕ . . .), atd’. Je mǒzné
si predstavit’ aj farebńe ńaboje z vy̌šśıch reprezent́acíı
grupy, napŕıklad sextetnej (6); hoci sa zrejme nevysky-
tujú ako element́arne koňstituenty, objavuj́u sa napŕıklad
v kombińacii dvoch kvarkov (3 ⊗ 3 = 3 ⊕ 6). Podl’a hy-
pot́ezy o uv̈azneńı kvarkov bud́u t’ažké kvarky a antikvar-
ky na v̈ačš́ıch vzdialenostiach spojené pŕudovou trubicou
so strunov́ym nap̈at́ım σ, aḱa bude ale sila napr. medzi
kvarkom a antikvarkom zo sextetnej reprezentácie? Od-
poved’ je v pŕıpade troch farieb jednoduchá: na vel’ḱych
vzdialenostiach bude sextetný náboj odtieneńy farebńym
nábojom glúonu a v́ysledńy efekt́ıvny náboj bude rov-
naḱy ako v pŕıpade tripletńeho ńaboja (v jazyku téorie
grúp 6 ⊗ 8 = 3 ⊕ . . .). Na asymptoticḱych vzdiale-
nostiach, po uv́ažeńı tienenia glúonmi, bud́u mat’ v̌setky
vyš̌sie “neodtienitel’ńe” náboje rovnaḱe strunov́e nap̈atie
ako kvarky a antikvarky.

Uvedeńe skutǒcnosti je mǒzné vyjadrit’ aj
formálneǰsie, zavedeńım charakteristiky, ktorej sa hovorı́
trialita a nadob́uda hodnoty 0, 1 a 2: Na vel’kých vzdiale-
nostiach bude strunové nap̈atie nulov́e pre v̌setky farebńe
náboje s nulovou trialitou (singlety a náboje, ktoŕe môžu
dat’ singlet kombińaciou s glúonom) a nenulov́e a rov-
naḱe pre ńaboje s trialitou 1 (tie, ktoŕych efekt́ıvny náboj
po odtieneńı gluónom je rovnaḱy ako ńaboj kvarku) a 2
(tie, ktoŕych efekt́ıvny náboj po odtieneńı gluónom je
rovnaḱy ako ńaboj antikvarku). Tri r̂ozne hodnoty triality
súvisia s t́ym, ako sa r̂ozne reprezentácie farebnej grupy
SU(3) spŕavaj́u pri transforḿacíach z jej centra,Z3, ktoré
má tri prvky.

Vo všeobecnom prı́pade grupy SU(N) sa reprezentácie
grupy daj́u roztriedit’ podl’a hodnotyN-ality. N-alita
(v matematickej literat́ure oznǎcovańa ako “trieda re-
prezent́acie”, angl.representation class) určuje, ako sa
pŕıslǔsńa reprezent́acia Lieovej grupy transformuje pri
transforḿacíach z centra grupy. V prı́pade grupy SU(N)
centrum tvoria prvky

zn = 1N exp

(

2πin

N

)

, n = 0, 1, . . . , N − 1, (18)

kde1N je jednotkov́a N × N matica. T́ychtoN prvkov
tvoŕı diskŕetnu abelovsḱu podgrupu grupy SU(N), ktorá
sa oznǎcujeZN .

Existuje nekoněcný počet reprezentácíı grupy SU(N),
no kǎzdá z nich patŕı do jednej z koněcného pǒctu
N podmnǒźın. Fyziḱalneǰsie mǒzno t́uto skutǒcnost’
vyjadrit’ nasleduj́ucim sp̂osobom: Vk-tej podmnǒzine
(podmnǒzine sN -alitou k) má najmeňsiu dimenziudk

reprezent́acia rk, ktorej Youngov diagram tvorı́ st́lpec
s k štvořcekmi. Okrem tejto reprezentácie tam patria
všetky farebńe reprezent́acier dimenziedr, ktoré môžu
byt’ gluónmi odtieneńe na reprezentáciu rk s dimenziou
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dk. Zaṕısańe symbolicky:

dr ⊗ dA [ ⊗ dA ⊗ . . .] = dk ⊕ . . . (19)

(dA = N2 − 1 je dimenzia pridrǔzenej reprezentácie, do
ktorej patria glúony). Na vel’ḱych vzdialenostiach (v po-
rovnańı so škálou tienenia) bud́u farebńe ńaboje zk-tej
triedy mat’ rovnaḱe strunov́e nap̈atie,σk. Najnižšia repre-
zent́acia sN -alitou N − k je komplexne zdrǔzeńa s naj-
nižšou reprezentáciou sN -alitou k, pretoσN−k = σk

pre0 < k ≤ N/2. V teórii s N farbami ḿa reprezent́acia
s nulovouN -alitou nulov́e strunov́e nap̈atie a existuje
[N/2] rôznych strunov́ych nap̈at́ı σk pre farebńe ńaboje
z reprezent́acíı sN -alitouk 6= 0.5

Skutǒcnost’,že strunov́e nap̈atia źavisia len odN -ality
farebńych ńabojov, poukazuje na význǎcnú úlohu centra
grupy v mechanizme uväznenia farby a kǎzdý realisticḱy
model uv̈aznenia sa musı́ usilovat’ ńajst’ pre tento fakt vy-
svetlenie. Vortexov́y model uv̈aznenia, ktoŕeho źakladńu
myšlienku sformuloval ’t Hooft [18], je v tomto smere
prirodzeńym kandid́atom, ked’̌ze existencia vortexov́ych
excit́acíı a ich vlastnosti priamo śuvisia s centrom kalib-
račnej grupy.

’t Hooft vo svojej priekopńıckej pŕaci [18] zaviedol
opeŕator B(C′), ktorý kreuje tenḱy centŕalny vortex na
slučke C′ v pevnomčasovom okamihut. Ak sa t́ato
slučka pret́ına so slǔckou C, Wilsonov a ’t Hooftov
opeŕator sṕlňajú komutǎcný vzt’ah

W (C)B(C′) = zB(C′)W (C), z ∈ ZN . (20)

Vychádzaj́uc z tohto komutǎcného vzt’ahu ’t Hooft
ukázal [18],že spŕavanie opeŕatoraB(C′) je opǎcné ako
pri opeŕatoreW (C):

〈B(C′)〉 ∼

{

e−µ′P(C′) vo fáze uv̈aznenia,
e−σ′A(C′) vo fáze bez uv̈aznenia.

(21)

V anaĺogii so štatistickou fyzikou mǒzno jeden z operá-
torov povǎzovat’ za parameter “usporiadanosti” a druhý
za parameter “neusporiadanosti” fáz silne interagujúcej
kalibrǎcnej téorie.

Podstatou vortexov́eho modelu je hypotéza,̌ze v́akuum
QCD je zaplneńe centŕalnymi vortexami, ktoŕe si mǒzno
predstavit’ ako trubice (v 3̌casopriestorov́ych rozme-
roch) alebo plochy koněcnej hŕubky (v 4 rozmeroch)
s kvantovańym (chromo-)magneticḱym tokom; že vor-
texy kondenzuj́u vo vákuu QCD. Taḱyto predpoklad ve-
die prirodzene k uv̈azneniu, presnejšie povedańe, k po-
klesu strednej hodnoty Wilsonovej slučky podl’a źakona
plochy. Argument (pre jednoduchost’ pre 3 rozmery
a grupu SU(2)) je nasledovný: Predstavme si,̌ze plochu
A(C) vel’kej Wilsonovej slǔcky rozdeĺıme nan meňśıch
plôšiek vel’kostiAmin, n = A(C)/Amin. Predpokladaj-
me, že pravdepodobnost’,̌ze vortexov́a trubica presekne

5Funkcia[x] dáva ceĺu čast’ réalnehoč́ıslax.

plôškuAmin, je f a že preseknutia jednotlivých plôšiek
sú navźajom nekorelovańe. Pri preseknutı́ slučky vorte-
xom sa Wilsonov operátor vyńasob́ı elementom centra;
v pŕıpade SU(2) existuje jediný netriviálny element,−1.
Za týchto predpokladov je zrejḿe, že

〈W (C)〉 ∼ [(1 − f) × 1 + f × (−1)]
n

= (1 − 2f)A(C)/Amin ≡ exp[−σA(C)], (22)

kde

σ = −
1

Amin
ln(1 − 2f) ≈ 2f/Amin. (23)

Uvedeńy argument je śıce jednoduch́y a presveďcivý,
ale źarověn aj naivńy a modelovo źavislý. Ukázat’, že
centŕalne vortexy skutǒcne plnia predpokladanú úlohu
v mechanizme uv̈aznenia, si vy̌zaduje hlb̌siu teoreticḱu
anaĺyzu a/alebo numericḱe simuĺacieúplnej téorie.

CENTRÁLNE VORTEXY NA MRIE ŽKE

Hlavná my̌slienka vortexov́eho mechanizmu uväznenia
je sformulovańa kalibrǎcne invariantńym sp̂osobom; ak
však chceme model podrobit’ testom na mriežke, je
vhodńe pozerat’ na vortexov́y obsah konfiguŕacíı vo
vhodne zvolenej kalibrácii. Dôvod je nasledovńy: Ak
máme nejaḱu konfiguŕaciu kalibrǎcných poĺı, potom pri-
dat’ do nej vortex je l’ahḱe. Ovel’a komplikovanejšia je
opǎcná úloha – identifikovat’ centŕalne vortexy v zadanej
konfiguŕacii, napr. takej, ktoŕu nám poskytuje Metropoli-
sov algoritmus. Existuje v̌sak trieda kalibŕacíı, kde taḱato
indentifikácia mǒzná je.

Na identifiḱaciu vortexov v rovnov́ažnych mriězko-
vých konfiguŕacíach sme navrhli procedúru [19], ktoŕa
pozost́ava z nasledujúcich krokov (vzt’ahy uv́adzam pre
kalibrǎcnú grupu SU(2)):

1. Uskutǒcńıme kalibrǎcnú transforḿaciu mriězko-
vých premenńychUµ(x) pomocou matı́c Ω(x):

U (Ω)
µ (x) = Ω(x)Uµ(x)Ω†(x + µ̂), (24)

pričom sa ich snǎźıme vybrat’ tak, aby bola hodnota

R[U ] ≡
∑

x,µ

∣

∣

∣
Tr
[

U (Ω)
µ (x)

]∣

∣

∣

2

(25)

maximálna. Vd’aka kalibrǎcnej podmienke (25) śu trans-
formovańe maticeU

(Ω)
µ (x) čo najblǐzšie k prvkom cen-

tra grupy±1, preto sa zvykne hovorit’ omaxiḿalne cen-
trálnej kalibrácii (MCK).

2. Ďalš́ım krokom jecentŕalna projekcia, pri ktorej na-
hrad́ıme maticu na linku v MCK najblǐzš́ım elementom
centra grupy; v SU(2):

Uµ(x) → Zµ(x) ≡ sign Tr[Uµ(x)] 12. (26)
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3. Výsledkom centŕalnej projekcie je konfigurácia pre-
menńych z grupyZ2 na mriězkových linkoch. V nej
l’ahko identifikujeme tenḱe vortexov́e excit́acie, ktoŕe
sme nazvaliP-vortexami(“projekčnými vortexami”).

Fyzikálny význam proced́ury fixovania maxiḿalne
centŕalnej kalibŕacie a ńaslednej centrálnej projekcie je
možné vysvetlit’ ako hl’adanie optiḿalneho fitu réalnej
konfiguŕacie śuborom tenḱych centŕalnych (projeǩcných)
vortexov.

V konfiguŕacíach linkov́ych premenńych, ktoŕe
źıskame centŕalnou projekciou v maxiḿalne centŕal-
nej kalibŕacii, nadob́udaj́u plakety hodnoty±1. Plaketu,
ktorej hodnota je(−1), naźyvame P-plaketou, súbory
takýchto plakiet tvoriaP-vortexy. Je samozrejme otázne,
či P -vortexy v Z2-konfiguŕacíach maj́u niěco spolǒcné
s centŕalnymi vortexami vúplných konfiguŕacíach alebo
s inými konfiguŕaciami kalibrǎcných poĺı, ktoré by mohli
byt’ zodpovedńe za uv̈aznenie farby. T́uto a podobńe
otázky nǎsa i d’aľsie skupiny sḱumali v rozsiahlych nu-
mericḱych simuĺacíach QCD na mriězke; v́ysledkom je
súbor zisteńı, ktoré ukazuj́u, že vortexy identifikovańe
pomocou nǎsej proced́ury hraj́u dôležitú úlohu v me-
chanizme uv̈aznenia farby i v d’aľśıch javoch, napr. pri
narǔseńı chirálnej symetrie.

Centrum grupy je dominantńe. Prvou v́ynimočnou
skutǒcnost’ou je jav, ktoŕy sme nazvalidominantnost’ou
centra. V úplných mriězkových konfiguŕacíach m̂ožeme
určit’ stredńu hodnotu obd́lžnikovej Wilsonovej slǔcky
vel’kostiR×T , pozri rovnicu (12). T́ato velǐcina neźaviśı
od zvolenej kalibŕacie a vo f́aze uv̈aznenia sa správa
podl’a źakona plochy (13). Hodnotu strunového nap̈atia
σ možno uřcit’ napr. z tzv. Creutzov́ych pomerov:

χ(R, T ) = (27)

−
1

a2
ln

[

〈W (R + a, T + a)〉〈W (R, T )〉

〈W (R, T + a)〉〈W (R + a, T )〉

]

,

pričom

χ(R, T ) → σ pre R, T ≫ a. (28)

Podobne – po centrálnej projekcii v MCK – m̂ožeme
určit’ stredńu hodnotu podobnej Wilsonovej slučky
skoňstruovanej z centrálnych linkov́ych premenńych:

Z(R, T ) =
〈

1
2Tr

(
∏

l dookolaR×T Zl

)〉

(29)

Ukazuje sa [19,20],̌ze
1. asymptoticḱe strunov́e nap̈atie, uřceńe z centŕalnych

premenńych v MCK, je vel’mi (a prekvapuj́uco) bĺızke
jeho hodnote vúplnej téorii (dominantnost’ centra);
odch́ylka od najpresnejš́ıch hodn̂ot namerańych v úplnej
teórii [21] je meňsia ako 10%;

2. hodnota Creutzov́ych pomerov takmer nezáviśı
od R; centŕalna projekcia odstránila v̌setky kŕatkodosa-
hové pŕıspevky k medzikvarkov́emu potencíalu (tento jav
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2 4 6 8 10 12

χ c
p(

R
)

R

β=2.3 (204)
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β=2.5 (284)
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Bali et al.    

6/ Creutzove pomery χcp(R), určené po centrálnej projekcii

v MCK, ako funkcie R. Vodorovné pásy reprezentujú akcep-

tované hodnoty asymptotického strunového napätia v úplných

mriežkových konfiguráciách podl’a [21].

sme nazvalipreďcasńa linearita, angl.precocious linea-
rity).

Uvedeńe skutǒcnosti ilustruje obr. 6.
P-vortexy lokalizuj́u centrálne vortexy.Netriviálnymi

excit́aciami vZ2-konfiguŕacíach po centŕalnej projekcii
sú P -vortexy, t.j. tenḱe centŕalne vortexy (ich charakte-
ristická hŕubka je uřceńa mriězkovou koňstantoua). To
neznameńa automaticky,̌ze im v réalnych konfiguŕacíach
zodpovedaj́u naozaj centŕalne vortexy.

V simulácíach sme preto určovali stredńu hodnotu Wil-
sonov́ych slǔciek, na miniḿalnej ploche ktoŕych sa – po
fixovańı do MCK a centŕalnej projekcii – nach́adzaj́u 0,
1, 2, . . . ,P -plakety. Tieto velǐciny sme oznǎcili Wn(C).
Je pritom treba zd̂oraznit’, že indexn slúži len naroz-
triedenieslučiek, hodnoty slǔciek boli pritom pǒćıtańe
v úplných konfiguŕacíach.

Ak P -vortexy (priblǐzne) lokalizuj́u skutǒcné centŕalne
vortexy, potom ǒcaḱavameWn(C)/W0(C) → (−1)n, čo
je mǒzné testovat’ numericky.

Ilustrat́ıvny výsledok zobrazuje obr. 7 pren = 1, 2
[19]. Je zrejḿe, že jednoduch́a predpoved’ nie je splnená
pre maĺe plochy slǔciek, ǎz pre dostatǒcne vel’ḱe slǔcky
naozajW1(C) → −W0(C) a W2(C) → W0(C). Zdá
sa preto,̌ze centŕalne vortexy śu objekty pomerne hrub́e.
Podobne pomer slučiek s ṕarnym a neṕarnym pǒctomP -
plakiet sa asymptoticky blı́ži k (−1).

P-vortexy lokalizuj́u fyzikálne objekty. Ak vortexom
zodpovedaj́u fyzikálne objekty, potom ich hustota ako
funkcia v̈azbovej koňstantyβ muśı vykazovat’ spŕavne
škálovacie spŕavanie pri vel’ḱych hodnot́achβ (podobńe
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ako vo vzt’ahu (11); pozri aj diskusiu v záverečlánku
[7]). P -vortexy śu lokalizovańe niekde bĺızko stre-
du hrub́ych centŕalnych vortexovúplných konfiguŕacíı a
majú v štyroch rozmeroch topológiu plôch. Ak centŕalne
vortexyškálujú, mala by̌skálovat’ aj hustotaP -vortexov,
a śıce rovnako ako asymptotické strunov́e nap̈atie σ.
Spŕavne škálovacie spŕavanie hustotyP -vortexov bolo
po prv́ykrát pozorovańe v pŕaci Langfelda, Reinhardta a
Tennerta [22] a potom potvrdené aj v nǎsej pŕaci [19].

Centrálne vortexy śu korelovańe s uv̈azneńım kvar-
kov, narǔseńım chirálnej symetrie a topologicḱymi
vlastnost’ami téorie. Táto koreĺacia bola demoňstrovańa
vel’mi presveďcivo v pŕaci de Forcranda a D’Eliu [23].
Uskutǒcnili nasleduj́uci numericḱy experiment: Z kon-
figurácíı kalibrǎcných poĺı eliminovali vortexy tak,že
pôvodńe mriězkové premenńe Uµ(x) vynásobili fak-
tormi Zµ(x), určeńymi centŕalnou projekciou v MCK.
(Fyzikálne t́ato proced́ura zodpoved́a tomu, že sme
blı́zko stredu hrub́eho centŕalneho vortexu umiestnili
opǎcný tenḱy antivortex.) V takto modifikovańych konfi-
guŕacíach pozorovali,̌ze:

1. asymptoticḱe strunov́e nap̈atie je nulov́e;
2. vymizne narǔsenie chiŕalnej symetrie,
3. všetky modifikovańe (bezvortexov́e) konfiguŕacie

majú nulov́y topologicḱy náboj, śu topologicky trivíalne.
Prechod medzi f́azou uv̈aznenia a f́azou bez

uväznenia mǒzno ch́apat’ ako deperkolǎcný fázov́y pre-
chod. V QCD sa ǒcaḱava existencia f́azov́eho prechodu
z fázy uv̈aznenia do f́azy bez uv̈aznenia (f́azy “kvarkovo-
gluónovej plazmy”) pri koněcnej teplote. F́azov́y pre-
chod vo vortexovom modeli podrobne skúmala ẗubingen-
ská [24] i nǎsa skupina [25]. Vo f́aze uv̈aznenia v̈ačšina
P -plakiet patŕı k jednińemu obrovsḱemu zhluku (klas-
tru), ktoŕy vyṕlňa takmer ceĺy objem mriězky (perkoluje

-1.5
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-0.5

0

0.5

1

1.5
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W
n/

W
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Loop Area
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7/ Pomer Wilsonových slučiek s jedným a dvoma vortexami

k strednej hodnote bezvortexových slučiek ako funkcia plochy

slučky pri β = 2.3.

v objeme mriězky). Pri fázovom prechode sa perkolačné
charakteristiky centrálnych vortexov dramaticky menia.

Celý rad d’aľśıch výsledkov, ktoŕe demoňstrujú
dôležitú úlohu centŕalnych vortexov, uv́adza ned́avny
prehl’ad [26].

VORTEXY A INÉ MODELY UVÄZNENIA

Rôzne pŕıstupy k probĺemu uv̈aznenia farby v QCD majú
sklon študovat’ izolovańe aspekty tohto javu a zabudo-
vat’ źıskańe vedomosti a inforḿacie do nejakej modelovej
sch́emy. Pritomžiadna sch́ema doteraz “nev́ıt’aźı”, via-
ceŕe obrazy poskytujú vcelku uspokojiv́y opis (mnoh́ych,
no nie v̌setḱych aspektov) javu. Sitúacia pripoḿına staŕe
orient́alne podobenstvo o slepcoch a slonovi: slepci,
dotýkajúc sa r̂oznychčast́ı tela rozmerńeho zvierat’a, sa
na źaklade svojich rozlǐcných hmatov́ych vnemov ḿarne
dohadovali o tom, ako m̂ože zviera vyzerat’ ako celok.
Každá predstava bola ińa a zachyt́avalačast’ reality, no
všetky źarověn boli na ḿıle vzdialeńe od v́yzoru sku-
točného slona.

Poǔceńım, ktoŕe si mǒzno vziat’ zo staŕeho pŕıbehu, je
potreba hl’adat’ sk̂or spolǒcné, ako odlǐsńe črty rôznych
modelov uv̈aznenia, nach́adzat’ miesta, kde sa rôzne ob-
razy prekŕyvajú. Uvediem preto na źaver tohtočlánku
dva pŕıklady, ako model kondenzácie centŕalnych vorte-
xov úzko śuviśı s inými modelmi uv̈aznenia.

Jeden z populárnych modelov uv̈aznenia (pozri napr.
prehl’ad [27]) vysvetl’uje jav ako d̂osledok kondenźacie
tzv. abelovsḱych monoṕolov vo vákuu QCD.6 Postup je
podobńy ako v predch́adzaj́ucej kapitole; op̈at’ sa usku-
točńı prechod dǒspecíalnej kalibŕacie, tentoraz tzv. ma-
ximálne abelovskej kalibrácie, kde sa pomocou tzv. abe-
lovskej projekcie izoluj́u konfiguŕacie abelovsḱych mo-
noṕolov a študuje sa ich korelácia s javom uv̈aznenia.
Ukazuje sa v̌sak,že monoṕoly a centŕalne vortexy zrejme
nie śu navźajom neźavisĺe. V pŕaci [28] bolo uḱazańe, že
monoṕoly a antimonoṕoly sa takmer v́ylučne nach́adzaj́u
na ploch́ach centŕalnych vortexov. Kondenzácia mo-
noṕolov by tak mohla byt’ ṕuhym d̂osledkom toho,̌ze vo
vákuu QCD kondenzujú centŕalne vortexy.

Zauj́ımav́y je tiež śuvis centŕalnych vortexov so zdan-
livo úplne odlǐsnou predstavou o uväzneńı, ktorú sformu-
lovali Gribov a Zwanziger [29]. Tu sa ukazuje vhodné
prejst’ do tzv. coulombovskej kalibrácie, v ktorej poten-
ciály pol’a sṕlňajú podmienku

~∇ · ~Aa(x) = 0. (30)

Prednost’ou coulombovskej kalibrácie je skutǒcnost’, že
v nej śu eliminovańe nefyziḱalne stupne vol’nosti. Kla-

6Mechanizmus tu je podobný ako v téorii supravodivosti, kde dochádza
k vzniku kondenźatu elektricky nabit́ych Cooperov́ych ṕarov. V QCD
by mali kondenzovat’ objekty s farebnými magneticḱymi nábojmi [17],
preto sǎcasto hovoŕı o javeduálnej supravodivosti.
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sický hamiltonían QCD tu ḿa jednoduch́y tvar:

H = Hglue + Hcoul, (31)

Hglue =
1

2

∫

d3~x
(

~Ea · ~Ea + ~Ba · ~Ba
)

, (32)

Hcoul =
1

2

∫

d3~xd3~y ̺a(x)Kab(x, y;A)̺b(y), (33)

̺a = ̺a
matter − gfabc ~Ab · ~Ec. (34)

(̺ je hustota farebńych ńabojov, tak vonkaǰśıch, ako aj
pŕıspevku ńaboja glúonov.) D̂oležitú úlohu v ňom zo-
hráva tzv. Faddejevov–Popovov (FP) operátor,

M(A) ≡ −~∇ · ~D(A) = −∆δac + gfabc ~Ab · ~∇, (35)

ktorý vstupuje do interaǩcného jadra

Kab(x, y;A) ≡
[

M−1 (−∇2) M−1
]a,b

x,y
. (36)

Ako bolo uḱazańe v priekopńıckom Gribovovom
článku [29], prechod do coulombovskej kalibrácie je
t’ažš́ı v QCD ako v QED, lebo podmienka (30) neeli-
minuje kalibrǎcnú vol’nost’ úplne. Gribov preto navrhol
obmedzit’ sa na taḱe polia, pre ktoŕe je FP opeŕator po-
zitı́vne definitńy, tzv. Gribovovu oblast’. Gribovova ob-
last’ je konvexńa a ohranǐceńa, jej hranica sa nazýva Gri-
bovov horizont.7

Podstata Gribovovho–Zwanzigerovho mechanizmu
uväznenia sa d́a vysvetlit’ nasledovne: Priestor konfi-
guŕacíı kalibrǎcných poĺı v Gribovovej oblasti je obrov-
ský, no vo v̌setḱych smeroch ohraničeńy. Je preto rozum-
né ǒcaḱavat’, že v̈ačšina konfiguŕacíı lež́ı blı́zko jej hrani-
ce, Gribovovho horizontu. (Je to podobné ako v pŕıpade
d-rozmernej gule. Pre vel’ḱe hodnotyd objemov́y ele-
mentrd−1dr prudko narast́a, ked’ sa bĺıžime k povrchu
gule, a dominantńy pŕıspevok k objemu gule d́ava tenḱa
vrstva pri jej povrchu.) JadroK v rovnici (36), ktoŕe
určuje energiu interakcie medzi farebnými nábojmi, ob-
sahuje inverzńy FP opeŕator. Pritom FP operátor je nu-
lový na Gribovovom horizonte a blı́zky k nule v jeho
okoĺı. Vysoḱa hustota pol’ńych konfiguŕacíı pri horizonte
tak môže viest’ k v́yrazńemu zv́yšeniu interaǩcnej energie
farebńych ńabojov a k uv̈azneniu farby.

Niektoŕe jednoduch́e predpovede Gribovovho–
Zwanzigerovho sceńara uv̈aznenia a jeho śuvis s cen-
trálnymi vortexami sme nedávno sḱumali v mriězkových
simuĺacíach [30]. Śustredili sme sa na spektrum
vlastńych stavov FP operátora (35) v r̂oznych śuboroch
konfiguŕacíı kalibrǎcných poĺı v coulombovskej ka-
librácii. Je mǒzné doḱazat’, že nutnou podmienkou

7Pre zasv̈ateńeho čitatel’a dod́am, že ani obmedzenie na Gribovovu
oblast’ probĺem fixovania coulombovskej kalibrácie v QCDúplne ne-
rieši. Je potrebńe obmedzit’ sa d’alej na polia z tzv.fundament́alnej
moduĺarnej oblasti. Na podstate kvalitatı́vneho argumentu, ktorý na-
sleduje, v̌sak toto upresnenie nič nemeńı.

uväznenia farebńych ńabojov je

lim
λ→0

ρ(λ)F (λ)

λ
> 0, (37)

kde ρ(λ) je hustota vlastńych stavov aF (λ) je stredńa
hodnota laplacíanu v stave s vlastnou hodnotouλ. V úpl-
ných mriězkových konfiguŕacíach a v konfiguŕacíach
tenḱych centŕalnych vortexov je t́ato podmienka spl-
neńa. Ak však vortexy odstŕanime pomocou procedúry
de Forcranda a D’Eliu, ktorú sme oṕısali vy̌šsie, tak pod-
mienka (37) nie je splnená a spektrum vlastńych sta-
vov FP opeŕatora sa podob́a spektru téorie bez interak-
cie. Doḱazali sme tiěz, že konfiguŕacie tenḱych cen-
trálnych vortexov lězia priamo na Gribovovom horizonte,
okolo ktoŕeho sa śustred’uj́u konfiguŕacie relevantńe pre
uväznenie.

OTVORENÝ KONIEC

Kvantov́a chromodynamika, téoria silńych interakcíı
element́arnych čast́ıc, vst́upila do Kristov́ych rokov.
Probĺemu uv̈aznenia bolo doteraz venované nespǒcetńe
mnǒzstvo článkov a do jeho riěsenia bol zapojeńy ne-
malý intelektúalny potencíal. Napriek tomu “milíonov́a
otázka” Clayovho matematického iňstitútu ost́ava nezod-
povedańa a lukrat́ıvna odmenǎcaḱa na pŕıjemcu.

V poslednom obdob́ı bol zaznamenańy pokrok v ob-
lasti mriězkových simuĺacíı a źasadńe výsledky prinies-
li aj “ čisto teoreticḱe” pŕıstupy, ktoŕe tu neboli diskuto-
vańe. Téoria stŕun prispela ńadejńym výsledkom v po-
dobe Maldacenovej hypotézy [31] o śuvise ist́ych stru-
nových téoriı́ so supersymetricḱymi kalibrǎcnými teória-
mi. Významńym pŕıspevkom bola pŕaca Seiberga a Wit-
tena [32] o dualite a uv̈azneńı farby v supersymetrickej
kalibrǎcnej téorii. Spoḿınańe pŕace – a ceĺy rad d’aľśıch
– však neriěsia probĺem uv̈aznenia v réalnej chromody-
namike a ich relevantnost’ je preto stále ot́azna.

Numericḱe simuĺacie, hlavne v́ysledky z posledńych
niekol’kých rokov, uḱazali, že mriězková formuĺacia
QCD je vhodńa nielen na v́ypočet vlastnostı́ hadŕonov
vychádzaj́uc z prv́ych prinćıpov, ale je aj laboratóriom
na sḱumanie ot́azok, ktoŕe śuvisia s mechanizmom uväz-
nenia. Pokrok v identifiḱacii dôležitých pol’ných konfi-
guŕacíı je neoddiskutovatel’ńy; pŕıvrženci kǎzdého z mo-
delov v posledńych rokoch preh́lbili poznanie oúlohe
a vlastnostiach r̂oznych topologicḱych štrukt́ur a pre m̌na
je zvlá̌st’ potěsitel’né, že sme so spolupracovnı́kmi mali
na tomto pokroku podiel.

Jednoznǎcné odpovede na otázky sme v̌sak st́ale ne-
dostali. Mriězkové výpočty poskytuj́u náznaky, nie d̂o-
kazy. Nie śu (prinajmeňsom nateraz) schopné niektoŕu
z alternat́ıv jednoznǎcne vyĺučit’ a iné bezv́yhradne po-
tvrdit’. Každý z alternat́ıvnych mechanizmov ḿa svoje
prednosti, no źarověn aj nedostatky.
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Je teda zrejḿe, že riěsenie probĺemu uv̈azneniačaḱa
na prelom, mǒzno na revolǔcnú my̌slienku. St́ale ńam
chýba analyticḱa met́oda, vhodńa naštúdium neabelov-
ských kalibrǎcných téoriı́ na vel’kých vzdialenostiach.

Probĺem uv̈aznenia tak ostáva nad’alej s nami: ako
istá forma v́yčitky za néuspechy doterajš́ıch pokusov, ako
zauj́ımav́a a st́ale provokuj́uca v́yzva.
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Ener. Phys.03, 019 (1999), arXiv:hep-lat/9903023.

[26] J. Greensite, Prog. Part. Nucl. Phys.51, 1 (2003),
arXiv:hep-lat/0301023.

[27] R. W. Haymaker, Phys. Reports315, 153 (1999),
arXiv:hep-lat/9809094.

[28] L. Del Debbio, M. Faber, J. Greensite,Š. Olejńık:
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